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ПОСтРОЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ФУКСА С ЧЕтЫРЬмЯ 
ЗАДАННЫмИ КОНЕЧНЫмИ ОСОБЫмИ тОЧКАмИ И ПРИВОДИмОЙ 
ГРУППОЙ мОНОДРОмИИ В РЕЗОНАНСНОм СЛУЧАЕ
Аннотация. Рассматривается одна обратная задача аналитической теории линейных дифференциальных урав-
нений. Именно на комплексной проективной прямой строится вполне интегрируемое уравнение Фукса с четырьмя 
заданными конечными особыми точками и заданной приводимой группой монодромии ранга 2, т. е. такой группой 
монодромии, когда 2×2-матрицы монодромии (образующие группы монодромии) можно одним линейным невы-
рожденным преобразованием одновременно привести к верхнему треугольному виду. При этом исследуется тот слу-
чай, когда собственное значение ξ
j
 диагональной матрицы формального показателя монодромии в соответствующей 
фуксовой особой точке равно целому числу, отличному от нуля (имеет место резонанс).
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CONSTRUCTION OF THE FUCHS EQUATION WITH FOUR GIVEN FINITE CRITICAL POINTS  
AND A GIVEN REDUCIBLE MONODROMY GROUP IN THE RESONANCE CASE
Abstract. One inverse problem of the analytic theory of linear differential equations is considered. Namely, the 
completely integrable Fuchs equation with four given finite critical points and a given reducible monodromy group of rank 2 
on the complex projective line is constructed. Reducibility of the monodromy group of rank 2 means that 2×2-monodromy 
matrices (the generators of the monodromy group) can be simultaneously reduced by a linear nonsingular transformation to 
an upper triangular form. In so doing we study the case when the eigenvalue ξ
j
 of the diagonal matrix of the monodromy 
formal exponent at a corresponding Fuchs critical point is equal to an integer different from zero (resonance takes place).
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где Y – квадратная матрица порядка m; U
j
 – m×m-матрицы-вычеты уравнения, удовлетворяющие 
условию
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0.
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j
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=
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Согласно теореме о сумме вычетов, условие (2) означает, что точки x = ∞ нет среди особых 
точек матричного уравнения (1), чего всегда можно добиться конформным преобразованием CP1.
Пусть x0 – фиксированная (базисная) точка открытого множества M. В окрестности точки 
0x M∈  обозначим через Φ(x) фундаментальную матрицу уравнения (1), через [γj] – класс гомо-
топных замкнутых петель γ
j
 из M, выходящих из точки x0 и охватывающих точку αj, 1, .j n=  
Классы гомотопных петель порождают фундаментальную группу 1 0π ( , )M x  открытого множе-
ства (многообразия) M. Матрица ( ),xΦ  полученная из матрицы Φ(x) аналитическим продолже-
нием вдоль петли γ
j
, представляется в виде ( ) ( ) ,jx x V   где Vj – квадратная постоянная матри-
ца порядка m. Постоянные матрицы V
j
, называемые матрицами монодромии, будем в дальней-
шем считать такими, что для них выполняется соотношение
 1
,
n
j
j
V E
=
=∏
 
(3)
где E – единичная матрица.
При выполнении условия (3) невырожденные матрицы V
j
 порождают мультипликативную 
группу, которая является подгруппой общей линейной группы ( ; )GL m C  и называется группой 
монодромии [1].
Пусть задан гомоморфизм
 1 0χ : π ( , ) ( ; )M x GL m C  (4)
фундаментальной группы многообразия M в мультипликативную группу ( ; )GL m C  невы-
рожденных комплекснозначных матриц порядка m.
Гомоморфизм (4) называют монодромией, или представлением монодромии уравнения (1).
Обратимся к случаю n = 4, m = 2, т. е. рассмотрим уравнение
 
4
1
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j j
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(5)
где Y – квадратная матрица порядка 2; U
j
 – постоянные (не зависящие от x) 2×2-матрицы, удов-
летворяющие условию (2) при n = 4.
В этом случае, как отмечалось в [2], из результатов работы [3] вытекает существование урав-
нения (5), (2) при n = 4 с заданными особыми точками α1, α2, α3, α4, фундаментальная матрица 
которого реализует заданный гомоморфизм.
Формулируемая ниже задача связана с построением уравнения вида (5) по определенно за-
данной приводимой группе монодромии, фундаментальная матрица которого реализует задан-
ный гомоморфизм в резонансном случае.
Итак, обозначим
12 1 2 23 2 3 1 23 3 12α α ,   α α ,   α α ,A A A A i A       
1 23 3 12 23 12 23 12α α ,   ,   ,   1.B A i A C A iA D A iA i       
По аналогии с [4, теорема 1] доказывается
те о р е м а  1 . Уравнение (5) с произвольными конечными особыми точками α1, α2, α3 и чет-
вертой особой точкой
 
1 23 3 12
4 23 12
23 12
α αα ,   0,A A A A
A A
    
(6)
приводится дробно-линейным преобразованием 
Az B
x
Cz D
+
=
+
 к уравнению
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(7)
с особыми точками 1 2 3 4α 1,   α ,   α 1,   α .i i     
Напомним далее, что набор матриц ,   1, ,jB j n=  называется приводимым, если все эти ма-
трицы могут быть одновременно приведены к верхнетреугольному виду одним линейным невы-
рожденным преобразованием.
Рассматривая тогда постоянные 2×2-матрицы ,   1, 4,jW j =  будем предполагать, что они уже 
приведены к верхнетреугольному виду. А в таком случае, не умаляя общности, можно счи-
тать [5], что
 
ξ μ ,0 0
j j
j j jW N
     
   
(8)
где
ξ 0 0 μ,   ,   1, 4.0 0 0 0
j j
j jN j
         
   
При этом, поскольку в статье исследуется случай резонанса, собственные значения ξ
j
 в ма-
трицах ( ),j jW Λ 1, 3,j =  будем в дальнейшем выбирать из множества натуральных чисел, а как 
будет показано ниже, должны выполняться еще и равенства
 
3
4
1
ξ ξ ,j
j
 
 
(9)
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μ 0,j
j
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(10)
где μ
j
 – некоторые вещественные или комплексные числа.
Напомним также, что в резонансном случае пара { , },   1, 4,j jN jΛ =  называется [6, c. 60] фор-
мальным показателем монодромии в фуксовой особой точке α j  уравнения (7).
З а д а ч а  (ср. [6, с. 59]). Заданы постоянные резонансные матрицы (8), (9), (10). требуется по-
строить дифференциальное уравнение (7) такое, чтобы его фундаментальная матрица Φ(z) 
в окрестности точки 0 1 2 3 4\ {α , α , α , α }z M  имела в особых точках α j  матрицы монодромии, 
совпадающие с заданными матрицами
 
2π 1 ν ,0 1
jiN j
jV e
    
   (11)
где ν 2π μ ,   1, 4.j ji j   Здесь матрицы ,   1, 4,jU j =  и надо найти как функции матрицы (8). 
Другими словами, задача состоит в восстановлении фуксова уравнения вида (7) по его заданной 
резонансной монодромии.
З а м е ч а н и е . Обоснованием для выбора матриц монодромии в виде (11) является то, что 
в соответствии, например, с [6, с. 59] для каждой точки α j  можно выбрать такую фундаменталь-
ную матрицу Φ(z) дифференциального уравнения (7) в окрестности точки z0, аналитическое про-
должение которой в малую окрестность точки α j  имеет в этой окрестности следующий вид:
 
 ( )( ) ( )( α ) ( α ) ,   1, 4,j jj Nj jz z z z j       (12)
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где 
( )
( )
j
zΦ  – голоморфно обратимая матрица. А тогда непосредственными вычислениями мож-
но убедиться в том, что в соответствии с формулами (12) искомые матрицы монодромии дей-
ствительно имеют вид (11).
Что же касается условия (10), то необходимость его выполнения вытекает из вида матриц (11) 
и условия (3) при n = 4. 
Обращаясь к выяснению структуры матриц ,   1, 4,jU j =  заметим, что поскольку собствен-
ные значения матриц ,jW 1, 4,j =  и матриц-вычетов уравнения (7) совпадают [7, с. 159], то с уче-
том (8) матрицы ,jU 1, 3,j =  в уравнении (7) представимы [5] в виде
 
ξ θ ,   1, 3,0 0
j j
jU j
   
   
(13)
где θ
j
 – некоторые параметры.
Что же касается матрицы U4, то ее всегда можно привести к виду
 
4
4
ξ 0 ,0 0U
      
(14)
что мы и будем считать выполненным.
А в таком случае из условия (2) при n = 4 следуют соотношения (9) и
 
3
4
1
θ 0  (θ 0).j
j
 
 
(15)
те о р е м а  2 . Уравнение (7) с матрицами-вычетами (13), (14) вполне интегрируемо.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (7) вполне интегрируемо тогда и только тогда, когда 
[8, с. 41] дифференциальная 1-форма
31 2 4ω 1 1
UU U U
dz
z z i z z i
         
удовлетворяет условию
 ω ω ω,d    (16)
где ∧  – оператор внешнего дифференцирования.
Из соотношения (16) для матриц-вычетов уравнения (7) получаем тогда тождественные ра-
венства
[ ] [ ] [ ]1 2 1 3 1 4 1, ln(1 ) , ln(1 1) , ln(1 ),dU U U d i U U d U U d i= − + + + +  
[ ] [ ] [ ]2 1 2 3 2 4 2, ln( 1) , ln( 1) , ln( ),dU U U d i U U d i U U d i i= − + + + +  
[ ] [ ] [ ]3 1 3 2 3 4 3, ln( 1 1) , ln( 1 ) , ln( 1 ),dU U U d U U d i U U d i= − − + − − + − +  
[ ] [ ] [ ]4 1 4 2 4 3 4, ln( 1) , ln( ) , ln( 1),dU U U d i U U d i i U U d i= − − + − − + − +
где ,j kU U    – матричный коммутатор, которые и означают справедливость теоремы.
те о р е м а  3 . Если для собственных значений матриц-вычетов (13), (14) уравнения (7) спра-
ведливо равенство (9), где ξ ,   1, 3,j j N  а параметры θ ,   1, 3,j j   удовлетворяют условию (15), 
то фундаментальная матрица Φ(z) уравнения (7) имеет вид
 
4
1
( ) φ ( ) ,j j
j
z E z U

   
 
(17)
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где
 
φ ( ) ( ) ,   1, 4,( α ) ( )j j
dz
z z j
z z
 v v  
(18)
 
1 2 3
3 ξ
1
ξ ξ ξ
4
( α )
( ) ,( α )
i
i
i
z
z
z

 

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
v
 
(19)
и является нормированной в точке z0 = ∞.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Подставив значение функции Φ из (17) в уравнение (7), имеем
 
4 4 4
1 1 1
φ ( ) φ ( ) ,   .α
k
j j j j
j k jk
U d
z U E z U
z dz  
          
  
 
(20)
Учитывая же, что ξ ,k j k jU U U  после сравнения в (20) коэффициентов при матрицах Uj, по-
лучим систему линейных скалярных дифференциальных уравнений
 
1φ ( ) ( )φ ( ) ,   1, 4,αj j j
z u z z j
z
     
(21)
где 
4
1
ξ( ) .α
l
l l
u z
z
 
А поскольку при каждом фиксированном j функция φ
j
, заданная равенством (18), где функ-
ция v  определяется равенством (19), является решением уравнения (21), то отсюда и следует, что 
функция Φ, определяемая посредством (17), – это фундаментальная матрица уравнения (7).
Докажем, что эта матрица нормирована в точке z0 = ∞. Рассуждения здесь следующие. 
Перепишем формулы (18) в виде
 
φ ( ) ( ) ( ) ,   1, 4,j jz z f z dz j v  (22)
где
 
1 2 3 1 2 3ξ ξ ξ ξ ξ ξ 14 4
43 3ξ ξ
1 1
( α ) ( α )( ) ,   1, 3;   ( ) .
( α ) ( α ) ( α )i i
j
j i i
i i
z z
f z j f z
z z z
    
 
   
   
 
(23)
Разлагая правые части равенств (23) на сумму простейших дробей, имеем
 
31 2( ) ( ) ( )1 2 3
1 1 1
( ) ,   1, 4,
( 1) ( ) ( 1)
j j jnn n
k k k
j k k k
k k k
A A A
f z j
z z i z  
         
(24)
где
1 1 2 2 3 3ξ 1,   ξ ,   ξ ,   если  1;n n n j    
1 1 2 2 3 3ξ ,   ξ 1,   ξ ,n n n     если 2;j =
1 1 2 2 3 3ξ ,   ξ ,   ξ 1,n n n     если 3;j =
1 1 2 2 3 3ξ ,   ξ ,   ξ ,n n n    если 4.j =
Все коэффициенты разложений (24) могут быть найдены либо стандартным методом неопре-
деленных коэффициентов, либо по формулам, по которым вычисляются вычеты полюсов соот-
ветствующих порядков рассматриваемых функций.
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Что же касается точки z0 = ∞, то каждая из функций (23) в этой точке аналитична, а вычеты 
функций f
j
, 1, 4,j =  вычисляемые в этой точке, находятся по формуле
2res lim ( ) ,   1, 4,j j
z
f z f z j
→∞∞
 ′= = 
и, как нетрудно проверить, равны –1. 
Далее, поскольку все функции ,   1, 4,jf j =  аналитичны в конечной точке 4α ,z   то 
4α
res 0,jf 
1, 4.j =  Но в таком случае по теореме о сумме вычетов сумма вычетов полюсов первого порядка 
в конечных особых точках α ,i  1, 3,i =  каждой из функций (23) равна 1, т. е. 
3
α1
res 1,   1, 4.
i
j
i
f j

 
тогда с учетом принятых обозначений имеем следующие равенства:
 
( ) ( ) ( ) ( )
11 12 13 141,   0.
j j j jA A A A+ + = =  (25)
Интегрируя далее простейшие дроби в (24), полагая постоянные интегрирования равными 
нулю, учитывая соотношения (25), равенство
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 311 12 13 11 12
α αln( α ) ln( α ) ln( α ) ln ln 1 ln 1j j j j jA z A z A z z A A
z z
                     
( ) 3
13
αln 1 ,jA
z
    
а также условие (2) при n = 4 и тот факт, что ( ) 1,∞ =v  после несложных преобразований прихо-
дим к выводу, что 
( ) ( )
4 4
1 1
lim ( ) lim ln 0 lim ln 0,j j j
z z zj j
z U U z z
→∞ →∞ →∞= =
ϕ = = ⋅ =∑ ∑
где 0 – нулевая матрица, а значит, в формуле (17) матрица Φ(∞) = E. Итак, матрица Φ(z) – норми-
рованная в точке z0 = ∞ фундаментальная матрица уравнения (7). теорема доказана.
те о р е м а  4 . Для того чтобы фундаментальная матрица (17) вполне интегрируемого диф-
ференциального уравнения (7), (13), (14), (9), (15) имела заданные матрицы монодромии (11), (10) 
в представлении монодромии уравнения (7), необходимо и достаточно, чтобы параметры θ
j
, 
1, 3,j =  удовлетворяли системе
 
(1) (2) (3)
1 2 31 1 1θ θ θ μ ,jj j jA A A    (26)
где
 
3
1
μ 0.j
i

 
(27)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . С одной стороны, фундаментальная матрица 
Φ(z) уравнения (7) имеет в окрестности каждой особой точки вид (12) [6, с. 59], а значит, матрица 
( ),zΦ  полученная из матрицы Φ(z) аналитическим продолжением вдоль петли γ ,j  выходящей из 
точки z0 = ∞ и охватывающей точку α ,j  – это матрица
 
 2π( ) ( ) ( ) ( )( 2π ),jiNj jz z V z e z E iN      (28)
где 1, 4.j =
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Отсюда следует, что ( ) 2π ,   1, 4.jE iN j    
С другой стороны, из доказательства теоремы 3 вытекает, что
  (1) (2) (3) (4)1 2 3 41 1 1 1( ) 2π .j j j jE i A U A U A U A U      
Таким образом, справедливы матричные равенства
 
(1) (2) (3) (4)
1 2 3 41 1 1 1 ,   1, 4,jj j j jA U A U A U A U N j      (29)
которые можно переписать в виде скалярных соотношений
 
(1) (2) (3) (4)
1 2 3 41 1 1 1ξ ξ ξ ξ 0,j j j jA A A A     (30)
 
(1) (2) (3)
1 2 31 1 1θ θ θ μ ,   1, 4.jj j jA A A j     (31)
А тогда с учетом вторых равенств из (25) следует, что в (31) μ
4
 = 0 и, значит, параметры 
θ ,  1, 3,j j   необходимо удовлетворяют системе (26), (27).
Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть параметры θ ,  1, 3,j j   удовлетворяют системе (26), (27). Тогда 
указанные параметры удовлетворяют и системе (31). При этом, поскольку имеют место соотно-
шения (30) (в противном случае нарушалось бы или условие (9), или матричные равенства (29) 
при заданных матрицах (13), (14) и Nj), то на основании (25) следует выполнимость равенства (10). 
Ссылка на представление (12) ((28)) и доказывает теорему.
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